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Abstrakt

Fraktály jsou na první pohled sloºité sob¥podobné obrazce, které v²ak

mohou £asto plynout z p°ekvapiv¥ jednoduchých matematických p°edpis·.

Cílem p°ísp¥vku je uvést £tená°e do této problematiky, ukázat vybrané p°í-

klady fraktál· generovaných po£íta£em a prozkoumat, jak jsou tyto obrazce

ovliv¬ovány jejich parametry.

1 Úvod

Fraktální vlastnosti m·ºeme pozorovat na mnoºství r·zných objekt· od sn¥-
hových vlo£ek a v¥tví strom· aº po um¥le vytvo°ené matematické k°ivky
a obrazce. Abychom v²ak v¥d¥li, kdy uº m·ºeme objekt nazvat fraktálem,
je t°eba si tento pojem zade�novat. �asto se °íká, ºe jsou to objekty sob¥-
podobné nebo nekone£n¥ £lenité. To nám m·ºe slouºit pro vytvo°ení dobré
p°edstavy o t¥chto objektech, av²ak o vhodnou matematickou de�nici se ne-
jedná.
Nej£ast¥ji se fraktály de�nují jako mnoºiny, jejichº fraktální dimenze je v¥t²í
neº dimenze topologická. Topologickou dimenzi známe z b¥ºného ºivota, kdyº
mluvíme o tom, ºe je n¥co nap°íklad dvojrozm¥rné nebo trojrozm¥rné. Frak-
tální dimenze uº je o n¥co sloºit¥j²í a p°edstavu o ní nám m·ºe poskytnout
následnující postup: Na²i mnoºinu umístíme do £tvercové m°íºky a ur£íme, do
kolika £tverc· zasahuje (N1), následn¥ stranu £tverc· zmen²íme o polovinu
a op¥t ur£íme po£et p°ekrytých (N2). Potom p°ibliºnou hodnotu fraktální
dimenze mnoºiny dostaneme jako:

DF ≈ log2
N2

N1

(1)

P°esnost této hodnoty roste se zmen²ující se velikostí £tverc·. Postup lze
analogicky pouºí pro vícerozm¥rné mnoºiny. (krychle ve 3d, atd.) Pro b¥ºné
geometrické útvary nám fraktální dimenze vyjde jako p°irozené £íslo rovné
topologické dimenzi, av²ak u fraktál· uº dostáváme £ísla racionální.



2 Escape time fractals

Protoºe m·ºeme fraktály rozd¥lit do mnoha skupin podle jejich vlastností,
rozhodl jsem se zam¥°it na jednu konkrétní skupinu tzv. escape time fractals.
Tyto fraktály jsou obvykle de�novány rekurentním p°edpisem komplexní po-
sloupnosti jako mnoºina bod· komplexní roviny, pro které tato posloupnost
nediverguje. P°i vykreslování t¥chto fraktál· nás tedy zajímá, zda p°i opa-
kované aplikaci daného vztahu na £ísla komplexní roviny hodnoty rostou k
nekone£nu a nebo se naopak blíºí ke kone£né hodnot¥.

2.1 Mandelbrotova mnoºina
Jedním z nejznám¥j²ích fraktál· v·bec je Mandelbrotova mnoºina. Ta je
de�nována p°edpisem:

z0 = 0, zn+1 = z2n + c (2)

(a) Mandelbrotova mnoºina (b) Sob¥podobnost p°i p°iblíºení

Obrázek 1: Snímky Mandelbrotovy mnoºiny

2.2 Juliovy mnoºiny
Dal²ím p°íkladem jsou Juliovy mnoºiny dané vztahem:

z0 = z, zn+1 = z2n + c (3)

Na první pohled vypadá p°edpis podobn¥ jako v p°ípad¥ Mandelbrotovy
mnoºiny, av²ak rozdíl je v tom, ºe c je v tomto p°ípad¥ konstanta, která
je spole£ná pro v²echny body. Toto £íslo tedy m·ºeme povaºovat za jakýsi
parametr, jehoº volbou ovlivníme výsledný vzhled fraktálu.
Krom¥ volby parametru c m·ºeme také p°ejít od druhé mocniny k mocnin¥
obecné, tedy pouºít p°edpis

z0 = z, zn+1 = zkn + c (4)

To se projeví zm¥nou symetrie fraktálu.



Obrázek 2: Juliovy mnoºiny pro dv¥ r·zné hodnoty c

(a) k=3 (b) k=6

Obrázek 3: Juliovy mnoºiny p°i obecné mocnin¥

2.3 Newtonovy fraktály
Mén¥ známou skupinou fraktál· jsou tzv. Newtonovy fraktály. Ty jsou zalo-
ºeny na Newtonov¥ metod¥ výpo£tu ko°en· funkce, která funguje následovn¥:
V libovolném bod¥ funkce najdeme te£nu ke grafu, najdeme pr·se£ík této
te£ny s osou x, tento pr·se£ík zvolíme jako nový výchozí bod a postup opa-
kujeme. Takto se hodnoty pr·se£íku budou blíºit k hodnot¥ ko°enu funkce.
Snadno se dá odvodit, ºe dostaneme posloupnost danou vztahem

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(5)

V p°ípad¥ reálné funkce s více neº jedním ko°enem se od volby výchozího
bodu odvíjí to, k jakému ko°enu dosp¥jeme. P°i pohledu na graf to m·ºeme
celkem jednodu²e odhadovat, nebo´ zhruba víme, kde budou vznikat te£ny.
Tato intuitivnost se v²ak zcela vytratí, pokud vý²e uvedený vztah aplikujeme
na komplexní funkci. V takovém p°ípad¥ nedostaneme jednodu²e odd¥lené
oblasti komplexní roviny jak bychom mohli o£ekávat, ale dostaneme fraktální
vzory.



Na následujících snímcích jsou barevn¥ odli²eny body, blíºící se k jednotlivým
ko°en·m a odstín zna£í jak rychle se ke ko°enu body blíºí (sv¥tlej²í rychleji).

(a) z3 − 1 (b) z8 + 15z4 − 16

Obrázek 4: Newtonovy fraktály

3 Záv¥r

Poda°ilo se mi naprogramovat jednoduchý algoritmus, který dokáºe generovat
fraktální mnoºiny a z takto vygenerovaných dat následn¥ vytvá°et snímky.
Následn¥ jsem mohl libovoln¥ m¥nit vstupní parametry a zkoumat jak se
zm¥ní výsledný fraktál. Dále by bylo moºné zam¥°it se na sloºit¥j²í objekty,
nap°íklad vícerozm¥rné fraktální mnoºiny. To by v²ak bylo mnohem náro£-
n¥j²í jak na výpo£etní výkon, tak na samotnou implementaci.
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