Jak na matematické modelovani

J. LepSova
Fakulta jaderna a fyzikaln¢ inZenyrska, Biehova 7, 115 19 Praha 1
lepsojan@fjfi.cvut.cz

Abstrakt
Cilem tohoto projektu je zakladni seznameni s problematikou matematického modelovani a
demonstrace vyuziti této techniky na konkrétnim problému — tloze tfi téles. Soucasti
projektu je zpracovani ulohy tfi téles v pocitaovém programu a ukazky vysledkd prace
programu pii riznych vstupnich datech (resp. pocatecnich podminkach).

1 Uvod

Matematické modelovani je technika, kterd se snazi o simulaci né¢kterého ptirodniho jevu pomoci pocitac¢ového
programu (napi. Matlab). Na zakladé této simulace se nasledné pokousime predpovidat chovani systému
v budoucnu. Zakladni schéma matematického modelovani vypada tak, Ze od fyzikalniho modelu pfechazi
k modelu matematickému a nasledné k numerickému schématu. Idealnim ptikladem vyuZziti matematického
modelovani mize byt predpovéd pocasi, ¢imz je vSak okamzité zfejma slabina této techniky — riziko nepfesnosti
a nasledné chybné predpovédi. Hlavnim cilem tohoto projektu bylo vyzkouset si tuto techniku pfi modelovani
konkrétniho problému a odprezentovat vysledky a zkusSenosti.

2 Uloha t#i téles — fyzikalni model

Slavna tloha, o jejiz feSeni se v historii pokouselo mnoho fyziki, bohuzel (narozdil od tlohy dvou téles) nedosla
analytického feSeni. Ukazalo se, Ze k popisu chovani systému o tiech vzajemné se ovlivitujicich télesech, z nichz
ma kazdé svoji hmotnost, proménlivou polohu a rychlost, mame ptili§ mnoho proménnych
a prili§ malo popisnych rovnic.

K piiblizeni fyzikalniho modelu uvazujme situaci na obrazku 1, kde m; vyjadfuje hmotnost i-tého télesa a Fj
vyjadfuje silové piisobeni i-tého télesa na j-té t€leso (pro piehlednost nejsou vyznaceny vektory polohy a
rychlosti jednotlivych téles). Na zaklad¢ zakona akce a reakce muZzeme obrazek 1 prekreslit na obrazek 2.
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Obr. 1 Silové ptsobeni tif téles Obr. 2 Silové pusobeni tfi téles



S vyuzitim zakona sily a obrazku 2 mtizeme napf. pro prvni téleso psat rovnici (pro ostatni télesa analogicky):

M X s = F12_ F31

Vzhledem k tomu, Ze Fj; je pro kazdé dva riizné indexy sila gravitaéni, zavisi pouze na hmotnostech danych téles
a jejich vzajemné poloze. Rovnici vyse tedy miizeme vydélit hmotnosti daného télesa a povazovat ji za funkci
zrychleni daného télesa v zavislosti na poloze. Problémem je fakt, Ze tato funkce zavisi na polohach vsech téles,
a tedy neni mozné rovnici zintegrovat, jako bychom to byvali udélali u tlohy dvou téles.

4 Uloha t¥i téles — matematicky model

Matematickym modelem rozumime rovnice, které popisuji chovani systému. Pro nés jsou to nasledujici rovnice,
kde horni ¢i dolni index vyjadiuje index télesa, teCka nad proménnou znamena Casovou derivaci proménné,
proménnd r vyjadiuje polohu télesa a proménna Vv rychlost té€lesa. Dolni index init ve spojeni s proménnou r
(resp. V) vyjadiuje pocate¢ni polohu (resp. pocate¢ni rychlost) daného télesa. Pro piehlednost textu byly
vynechany Sipky u vektorovych veli¢in.

(i - iy A
0 _ ) V= =Y F
Mi 5

OO =18 V0=

init
5 Uloha tii téles — numerické schéma

Vzhledem k tomu, Ze rovnice chovani systému neumime pro vice nez dvé télesa analyticky fesit, pfejdeme nyni
k numerickému schématu. Jeho U¢elem je aproximovat chovani systému pomoci rekurentnich vztahl. Pro
ptiblizeni myslenky feSeni ptipomefime vyznam ¢asové derivace funkce.

V grafu zavislosti funkce na ¢asu vyjadiuje derivace funkce v ur¢itém bodé smérnici te¢ny grafu funkce v tomto
bod¢. Rozdélime-li graf na n useki jako na obrazku 3, miizeme derivaci v ur¢itém tseku aproximovat jako podil
rozdili funkénich hodnot v krajnich bodech a délky ¢asového useku. Je ziejmé, Ze ¢im jemnéjsi je déleni, tim

oy

presnéjsi je nase aproximace.
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Obr. 3 Aproximace ¢asové derivace Obr. 4 Jemng;jsi déleni



S touto myslenkou miZzeme psat nasledujici aproximace:
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Rovnice vySe mizZeme napsat pro kazdé téleso a upravit na nasledujici tvar, ktery spolu s pocatecnimi
podminkami tvofi numerické schéma:
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6 Zpracovani v pocitaci

Jak vypada prace pocitacového programu? Nejprve je tieba zadat hmotnosti danych téles, jejich pocateéni
vektory polohy a pocateéni vektory rychlosti. Dale je tfeba popsat funkci, ktera vypogitava velikost a smér
gravitacni sily mezi dvéma télesy. Zvolime velikost ¢asového kroku At (napt. 1 den) a pocet krokii n (napt. 365,
tedy dobu jednoho ob&hu Zemé okolo Slunce).

Vytvotime cyklus 0 n krocich, ktery v prvnim kroku vyuziva nami zadanych pocate¢nich podminek a pomoci
numerického schématu stanovi nové vektory polohy a rychlosti (dilezitym mezikrokem je stanoveni vzajemného
silového ptisobeni mezi té€lesy). Nové vektory jsou ve druhém kroku vzaty za pocateéni stav a cyklus se opakuje.
Poté sta¢i nechat vysledky jednotlivych kroku vykreslit do grafu.
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