Simulace mechaniky tuhych téles v realném case
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Abstrakt
Prace si bere za cil pfedvést jednoduché moznosti konstrukce simulace tuhého télesa
vredlném Case a jeji 2D vizualizace v pocitacovém rozhrani. Tyto pokrocilé fyzikalné-
vizualni modely jsou bé€zné pouzivany ve filmovych efektech nebo komerénich 3D
aplikacich a hrach. Model se zakldda na aplikaci klasické mechaniky a matematickych
metodach detekce kolizi. Soucasti prace je také aplikace demonstrujici autorGv vlastni
jednoduchy 2D model klasické newtonovské mechaniky.

1 Uvod

S rostoucim  vykonem dneSnich pocitac roste 1 poptavka po redlngjSich
,hapodobeninach* ¢i simulacich reality. Pocitace uz ve chvili svého vzniku byly pfedurceny
k tomu, aby nam pomohly ptedpovidat chovdni nebo simulovat véci, které nelze fesit
analyticky nebo jsou pfili§ obtiZzné pro vypocet. Fyzika nabizi spoustu problémd, které nelze
fesit jinak nez numericky, tj. nemaji pesné ¢i dokonce Zadné analytické feSeni — napt.: uloha
t¥i a vice t&les. Problematikou numerickych feseni se zabyva mnoho obort. Casem se zjistilo,
ze pravé vysledky zkoumani této problematiky Ize pomérné s uspéchem vyuzit v mistech,
kde se snazime néjakym zplsobem pfiblizit realité¢ (napt. pii pouziti filmovych trikd, ve 3D
hrach).

Je jasné, ze toho pujde nejlépe docilit, kdyz se budeme snazit nasi kazdodenni fyziku,
kterou tolik zndme ze zivota ptenést i do této virtudlni reality. Znamena to tedy vytvofit jakysi
maly model svéta zakladajici se na fyzikalnich zakonech — jedné se o skloubeni dvou véci:
numerické simulace fyzikdlniho systému (ta ndm popiSe jak systém vypada Cciselné
v kterémkoliv stavu) a nasledné pouziti téchto vysledkl pfi konstrukei virtudlni reality - tj.
vizualizace.

Takovy komplexni vizualni model fyziky lze pak s uspéchem vyuzit a Setfit tak
napiiklad praci mnoha animatorti. Ti by se snaZzili animovat pfedméty virtudlniho svéta tak,
aby odpovidal jejich pojeti reality a kazdodenni zkuSenosti s fyzikou. Je  zbytené
podotykat, zZe takova animace by v pfipadé¢ mnoha pfedmétli byla velmi naro¢né a hlavné by
vibec nemusela odpovidat tomu, jak se dana véc ¢i pfedmét chova ve skutecnosti. Nakonec
animator neni fyzik. S velikym uspéchem se proto pouziva téchto hotovych fyzikéalnich
modeld, kdy se pouze vytvoii zdkladni graficky model pfedmétu a ten se poté necha
tak napf. pouzit jeden graficky objekt kosmonauta a nechat animovat jeho pohyb tieba na
Marsu, M¢sici, Zemi nebo v beztizi, aniz by animétor hnul prstem.

2 Rovnice klasické mechaniky

Obecné 1ze pohyb v takto modelovaném systému tuhych téles vyjadfit pomoci vzorct
klasické mechaniky. Sila, kterd zpisobuje pohyb, ma obecn¢ 2 faktory: posuvny ucinek a
rotacni Uc¢inek. Posuvny ucinek vyjadiuje vektor vyslednice vSech sil, rotacni Gcinek sil zas
vyjadiuje celkovy moment sily. Newtonovy pohybové rovnice 1ze obecné vyjadrit i pro rotaci
- to charakterizuje tabulka 1 (1).
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Tabulka 1: Pohybové rovnice posuvného a rotacniho pohybu

Jak snadno vidime z tabulky 1, vSechny zakladni pohybové rovnice klasické mechaniky jsou
diferencialni. To znamend, Ze numerické feSeni systému postaveného na silach bude
vyzadovat néjakou numerickou metodu feSeni diferencidlnich rovnic pro vypocet ptislusnych
veli¢in.

3 Metody numerického FeSeni obycejnych diferencialnich rovnic

Metody se 1iSi predev§im tim, jak rychle jejich feSeni konverguje ke spravnému
analytickému feSeni problému. Téchto metod existuje velké mnoZstvi, av§ak obecné se pro
typy fyzikalnich simulaci, se kterymi se zde zabyvam, pouZzivaji ndsledujici tfi metody (2).

Eulerova metoda

Nejjednodussi metoda, jejiz pouziti je vSak vykoupeno velkou chybou, nebot” k analytickému
feSeni konverguje nejpomale;ji.

x(t+ At) = x(t) + VAt

v(t+ At) = v(t) + aAt

Verletova metoda

Pravdépodobné nejcastéji pouzivand metoda v real-time simulacich (2). Kompromis mezi
chybou a slozitosti implementace.

1
x(t+ At) = x(t) + VAt + EaAtz

a(t) +a(t+ At) At

v(t+ At) =v(t) + >

Metoda Runge-Kutta

v

Je nejspolehlivéjsi metoda pro numerické feSeni - k analytickému feSeni konverguje
nejrychleji. V prvni fad¢ se vSak hodi spiSe pro jednorazové simulace. Do obecnych systémi
nemusi byt jednoduché ji implementovat. Pro Uplnost zde uvadim rovnice metody RK
ctvrtého fadu (RK4):

1
Xn+1 = Xn + g(kl + kz + k3 + k4)At
1 1
Ky = a(t,¥n). kz = a(tn +3Aty, + 2 Atk, )
ky = a(ty +3 A6y, +3Atk; ).k, = a(ty + At,y, + Atky)



V zavislosti na tom, jakou zvolime metodu, bude simulace vykazovat bud’ mensi, nebo vétsi
tzv. ,.energeticky drift“. Vzhledem k tomu, ze numerické feSeni se vzdy bude jen blizit
k idedlnimu analytickému, nemlzeme z principu docilit dokonale vSech zakonl zachovani
(zejména zdkona zachovani energie - proto energeticky drift). Kyvadlo se tak v prostfedi bez
odporu nebude kyvat porad stejné, ale na kazdou periodu kyvu pfipadne néjaka chyba. Celkova
energie kyvadla se tak bude bud’ ztracet, nebo bude pribyvat. V konecném case se tak kyvadlo bud’
zastavi, nebo pfepadne a zacne se otacet. Podle toho, jakou zvolime numerickou metodu, mizeme
v zavislosti na jeji chybé ovlivnit pouze velikost driftu, nelze jej vSak zcela vyloucit.

4 Detekce a reakce na kolizi

Jelikoz celou simulovanou scénu nyni zobrazujeme a jedna se o soustavu téles, mohou
télesa také interagovat mezi sebou. Stojime tak pfed problémem detekce srazky dvou (¢i vice
téles) a posléze pak 1 nutnosti reagovat na takovou srazku v souladu s fyzikou. Samotny
problém detekce zavisi na typu zvolené zobrazovaci metody. Zplsobu detekce je mnoho, a
protoze se jedna o matematicky problém, uvedu jen stru¢né¢ mnou zvolenou metodu ve
dvojrozmérném zobrazeni, poté se vratime k fyzikalnimu problému reakce na probihajici
srazku.

Véta o oddélujici pfimce (Separating axis theorem)

Jeden znejspolehlivéjsich zplsobl detekce priniku dvou tutvard je vyuziti tzv. véty o
odd€lujici pfimce (SAT). Tento poznatek analytické geometrie uddva nutnou a postacujici
podminku pro neexistenci priniku dvou geometrickych utvart v roviné (vétu lze ale také
upravit i pro ptipad v prostoru — z piimky tak bude rovina):

»Necht’ jsou dany 2 konvexni utvary. Potom existuje takova ptimka, na které jsou projekce
téchto utvart disjunktni pravée tehdy, kdyZ neexistuje prinik téchto utvart.*

Obrazek 1: Délici p%imka dvou konvexnich ttvard

Na obrazku 1 mizeme vidét, ze skute¢né pro dva konvexni disjunktni Utvary existuje takova
spole¢na piimka (zelen¢), na které jsou 1 jejich projekce disjunktni. V praxi se tedy musi projit
jednotlivé hrany obou kandidatd na kolizi a udélat projekci téchto hran na vSechny mozné
primky, které se zase vytvoii z hran. Maximalni po&et krokil je tedy (k;+k)°, kde k; a k; jsou
pocty hran dvou téles. Vyhodou vsak je, Ze algoritmus muze skoncit okamzité, jakmile se
nalezne disjunktni projekce na jediné ptfimce. Tedy v redlném ptipadé — kdy kolize nestavaji
prilis Casto - je tento algoritmus velmi efektivni. Nevyhodou je, ze véta plati jen pro konvexni
utvary, takze jakdkoliv nekonvexni télesa je nutné ,,zabalit“ do konvexniho obalu — vznikaji
tak neptesnosti v detekci kolizi.



Reakce na kolizi

Jakmile detekéni algoritmus zjisti kolizi dvou téles, ddva hned automaticky podnét
fyzikdlnimu modelu, ktery musi zafidit adekvatni odpovéd’ na pravé nastavajici srazku. Pti
srazce v realném svété pusobi v okamzik srazky na obé télesa impuls sily. Tento okamzik je
vSak nekonecné maly a tudiZ nejsme schopni néco takového nasimulovat. Je tedy nutné
uchylit se k tomu, ze zménime rychlosti dvou kolidujicich téles pfimo — rychlosti obou téles
po srazce schopni presné spocitat. V klasické mechanice existuji rovnice, kterymi lze popsat
libovolnou srazku jen na zakladé hmotnosti a rychlosti obou téles. Lze do nich také velmi
elegantné zapojit 1 fakt, ze pfi srdzce, kterd neni idedlné pruznd, se ztrati urcitd energie
v pruznosti obou téles. Tento jev vystihuje tzv. koeficient restituce. Udava pomér rychlosti
dvou téles pfed srazkou a po srazce. Z definice koeficientu restituce tedy vyjdeme i pfi
odvozeni (n je normalovy vektor ke spolecné hrané srazky)

(v8 —vi)n = —k(v§ —v{)n (1.1)
Pro vystupni rychlost prvniho télesa vSak také plati
A_ A I
vz =Vvi+o-n (12)
a pro vystupni rychlost druhého télesa rovnice
B_ B J
V2 = Vi +o-n. (1.3)

Rozdil rovnic (1.2) a (1.3) dosadime za ¢len na levé stran€ v rovnici (1.1) a vyjadiime j
(pfitom oznagime vi*-v;® = v;*P)

. —(&k+Dvi".n

1 1 (1.4)
1n. n(m—A + m_B)

Kdyz dosadime j zpatky do rovnic (1.2) a (1.3) ziskame rychlosti téles po srazce. Srazka vSak
nema pouze posuvny ucinek, ale opét i rotacni. Pouzitim stejného j z rovnice (1.4) ziskame
zrovnic (1.5) a (1.6) thlové rychlosti téles po srazce (rf'B je vektor kolmy k vektoru
vzajemné polohy téles). Pro prvni téleso mame vystupni uhlovou rychlost

A A, B,
w3 = of +==jn (1.5)
A

a pro druhé téleso vystupni thlovou rychlost

B B rfB-
‘1)2 = (1)1 + K]n- (1 6)



5 Zavér

Ve své vlastni implementaci fyzikdlniho modelu jsem kvuli jednoduchosti pouzil
Eulerovu metodu. Je na ni mozné demonstrovat velikost jeji chyby, resp. energeticky drift.
Model kazdému télesu ptifazuje tzv. akumulator celkové sily a momentu sil pisobici na
téleso. Z téchto celkovych veli¢in se pak vySe zminénou integratni metodou ziskéavaji
kinematické veli€iny. Zobrazovaci metodu jsem rovnéz, kvili jednoduchosti implementace,
zvolil 2D. Celkové tedy tento dokument shrnuje pouzit¢é metody v moji implementaci

simulace fyziky. Celd ma vlastni implementace je dostupna ke stazeni, a to véetné zdrojovych
kodu (3).
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