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Abstrakt

V piispévku jsme se zabyvali numerickym feSenim problému N téles. Za tim ucelem jsme
vytvotili program N-Problem, zaloZzeny na metodé Runge-Kutta a umoznujici simulaci
pohybu libovolného poctu téles s volitelnym casovym krokem. S pouzitim programu jsme
modelovali nékteré pripady pohybu dvou téles, Lagrangeovo a Eulerovo feseni problému tii
téles, symetrické feSeni se Ctyimi télesy stejné jako feSeni chaoticka. Pii vypoctu jsme se
snazili najit kompromis mezi pfesnosti a vypocetni narocnosti. Pfesnost programu se
ukazala jako dobra, narazili jsme vSak na néktera principialni omezeni dana samotnou
podstatou uzité metody.

1 Uvod

Problém N téles, tedy uloha o pohybu vzijemné interagujicich hmotnych bodi, nélezel po
staleti k nejvétsim fyzikalnim vyzvam. Resit tuto tilohu znamena uréit ze znalosti poéate¢nich
podminek a zdkona vzajemného silového plisobeni polohy a rychlosti téles v libovolném
okamziku. Charakter silového plisobeni miize byt rlizny, nejcastéji je vSak minén pohyb téles
podle Newtonova gravitaéniho zékona.

Kuloze Ize pfistupovat dvojim zplGsobem: jednak analyticky, tedy feSenim soustav
pohybovych rovnic, nebo numericky za pouZiti vypocetni sily pocitacové techniky.

O analytické feSeni se pokouseli mnozi velikani historie fyziky a matematiky. ReSeni
problému dvou téles nalezl sdm Newton. Zjistil, Ze hmotné body se v tézistové soustaveé
Problém tii a vice téles se vSak ukdzal jako analyticky nefeSitelny. Popsany byly pouze
nekteré specidlni symetrické ptipady, naptiklad pohyb tii téles lezicich na pfimce (Euler)
nebo ve vrcholech rovnostranného trojihelniku (Lagrange).

Na konci 19. stoleti objevil Henri Poincaré chaotickd tfeSeni ulohy tfi téles, ¢imz polozil
zaklad moderni teorii chaosu.

My jsme se vydali druhym smérem, tedy cestou numerickych simulaci. Nasim cilem bylo
vytvofit univerzalni program, ktery by umoznoval modelovani pohybu volitelného poctu téles
s libovolnymi pocatecnimi podminkami. Jeho funkénost a praktickou pouZitelnost jsme
hodlali testovat simulacemi nékterych zajimavych piipadi. Ze ziskanych vysledkli jsme
zamysSleli urCit meze presnosti vypoctu.

2 Metody

Program

Jak jiz bylo zminéno, pro simulaci pohybu téles jsme v jazyce Java napsali program nazvany
N-Problem. Program ztextového souboru nacitd informace o pocateCnich polohach a
rychlostech téles. V zavislosti na stanovené délce casového kroku a poctu opakovani pak
pomoci nize popsaného algoritmu pocita polohy téles v jednotlivych casech a vysledek uklada



ve form¢ matice opét do textového souboru. Tato data jsou nasledné vyuzita v prostiedi
Matlab, kde probiha jejich vizualizace. Pro jednoduchost jsme pouzivali relativni délkovou a
casovou jednotku, gravita¢ni konstantu jsme pokladali rovnou jedné.

Numericka integrace

Pii vypoctu okamzitych poloh a rychlosti téles jsme vychazeli z pohybovych rovnic danych
Newtonovym gravitathim zakonem, pfi¢emz jsme vyuzili Rungeovu-Kuttovu metodu
numerické integrace. Cely cyklus vypada nasledovné:

t — pocateéni ¢as, h — Gasovy krok, 7 — polohové vektory téles na zacatku cyklu,
v; —rychlosti téles na zacatku cyklu

1. Nejprve je vypoéteno okamzité zrychleni a” kazdého télesa souétem gravitaénich
ptispévki od ostatnich téles podle vzorce
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rozloZzeného do sloZek, kde % oznacuje polohovy vektor télesa, jehoZ zrychleni je
pocitano.

2. V dal§im mezikroku probihd vypodet zrychleni & stejnym vzorcem jako a.".
Polohové vektory téles se viak modifikuji vztahem 7 = 7 + v, 0h/2+ @ 0h* /8 .

3. Nasleduje vypocéet zrychleni @ a & dosazenim modifikovanych polohovych

vektoru F'= 4V, 0h/2+ a@ 0h? /8 respektive F's 74 v, Oht ad h? /2 -

4. 'V zavéru cyklu se pomoci zrychleni a\ a @ stanovi definitivni polohy a

rychlosti  teles  vcase  ¢=¢+h  jako Pzt v Ot @+ a®+a®)me,
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v, = v+ @+ 2aP+ 2+ aM)0h/6 . Cyklus se opakuje.
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3 Vysledky

Pomoci programu N-Problem jsme numericky ovéfili Newtonovo tvrzeni, Ze se planety
pohybuji po kuzeloseckéach. Pocatecni podminky jsme volili jednak pro eliptické, jednak pro
hyperbolické trajektorie. Pfi zcela obecném zvoleni pocatecnich podminek dvou téles (obr. 1)
jsme pozorovali superpozici dvou pohybu: translacniho pohybu soustavy a pohybu po
kuzeloseCce (v nasem piipad¢ elipsa). Dalsi simulace probihaly v tézistové soustaveé. U
Eulerova a Lagrangeova (obr. 2) feSeni problému tfi téles jsme pozorovali zna¢nou
numerickou nestabilitu, ktera znemoziuje jejich vyskyt v naSem vesmiru.



Obrazek 1 — obecné reseni ulohy dvou téles Obradzek 2 — Lagrangeovo reseni
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Pti pocitani uloh vice téles jsme vyuzili toho, Ze nds program dokaze numericky vypocitat i
analyticky nefesitelné problémy. Obecné feSeni problému tii téles je chaotické, o cemz jsme
se presvedcili simulaci s nahodné zvolenymi pocate¢nimi podminkami (obr. 3).

Dale jsme provedli simulaci nékterych zajimavych periodickych feseni vice téles, ktera ke své
radosti nachazeji teoretiCti fyzikové. Za vSechna uvadime vizualizaci problému Ctyi téles
s kubickou symetrii (obr. 4).

Obrazek 3 — chaotické obecné reSent tii téles

Na zavér jsme proveéfili moznosti naSeho
programu uspeSnou simulaci problému 100 téles
s nahodné zvolenymi pocatecnimi podminkami.
Vypocet problému 100 téles v rozsahu, ktery
muzete vidét na obr. 5, trval pfiblizné¢ dvacet
minut.

Obrazek 4 — orbit ctyr téles s kubickou symetrii Obrazek 5 — probléem 100 teles




4 Diskuze

Jak se ukazalo, program byl schopen simulovat popsané piiklady pomérné piesné bez
vyraznéjsich nedostatkd a hrubych chyb. Zkusebnim vypoctem obéhu Zemé kolem Slunce —
na zéklad¢ zjisténych udaji [5] o hmotnostech téles, vzdalenosti a rychlosti Zemé v ptisluni —
jsme dokazali stanovit dobu ob&hu s pfesnosti na méné nez jedno promile.

Na druhou stranu se projevila i omezeni zptisobena konecnou presnosti numerického vypoctu.
Jak bylo naznaceno vyse, doslo u n¢kterych feseni po jisté dob¢ k naruseni symetrie pohybu a
rozpadu soustavy. Postupnou tupravou casového kroku jsme dospéli k poznatku, Ze jeho
zkracovani pod urcitou hodnotu, zavisejici na konkrétni soustave, nevede k odstranéni chyb a
zvyseni presnosti, ale pouze k netmérnému prodlouzeni simulace.

Za mozné zdokonaleni programu do budoucna povazujeme implementaci systému
automaticky regulujiciho délku casového kroku, a tim zvySujiciho efektivitu simulace.
K tomu by vSak bylo nutné odvodit pfesna kritéria regulace.

5 Zavér

Program N-Problem se tedy osvédcil jako vhodny nastroj pro simulaci pohybu mensiho poc¢tu
téles. U vétsich soustav se projevuje kvadraticky rostouci naro¢nost vypoctu. Diky své
jednoduchosti miize byt s drobnymi Upravami pouzit i pro dal§i druhy silového plisobeni a
poslouzit jako demonstracni nastroj pii pfedvadéni nespoctu variant problému N-téles.
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