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Abstrakt
Lissajousovy obrazce jsou esteticky zajimavé kiivky, které vznikaji z harmonického
kmitani. Nazev dostaly po francouzském fyzikovi Jules-Antoinne Lissajousovi, ktery je
predstavil svétu. Lze je velmi dobfe popsat matematickymi rovnicemi, proto je mizeme
také snadno vykreslovat pomoci pocitace. Existuji v8ak i jiné zpusoby, jako Blackburnovo
kyvadlo nebo osciloskop. My jsme se pokusili vykreslit je pomoci vlastniho mechanického
piistroje. Vyuzivany mohou byt v laboratotich pro zjistovani neznamych frekvenci.

1 Uvod

Lissajousovy obrazce jsou rovinné kiivky, které vznikaji skladanim dvou
harmonickych pohybl ve dvou navzdjem kolmych ptfimkach. Tvar takovychto kiivek je
jednoznaéné zadan pomérem uhlovych frekvenci a velikosti pocatecni faze ¢. Obecné mohou
byt tyto kiivky uzaviené i oteviené. Z hlediska praktickych aplikaci jsou zajimavé zejména
kiivky uzaviené, které vznikaji tehdy, pokud je pomérem frekvenci raciondlni Cislo.

2 Matematicky zaklad

Nyni se zam¢fime na analytické vyjadieni slozenych kmitl. Ztotoznime-li kmity v
jednom sméru se smérem osy x a kmity ve druhém sméru se smérem osy y, Ize polohu
kmitajiciho bodu zapsat pomoci parametrickych rovnic:

x = A;sin(w;t) y =Agsin(wt + @)  [1]
V ptedchozich vztazich oznacujeme pismenem A; amplitudu kmitli ve sméru osy x a A,
amplitudu kmitl ve sméru osy y. Dale ®, oznacuje uhlovou frekvenci kmitl v ose x a m;
uhlovou frekvenci pro kmity v ose y. Protoze mohou byt kmity obecn¢ posunuty o libovolnou
fazi, je také nutné ji do uvah zahrnout, faze je oznacCena jako ¢. Proménna t v rovnicich
oznacuje cas.

Jednotlivé charakteristiky ovliviuyji tvar kiivek rGznym zptisobem. Amplitudy urcuji
hranice rozsahu kiivek. Cely obrazec bude vzdy vepsan do obdélnikd o stranach 2A; a 2A,.
Absolutni velikosti uhlovych frekvenci nejsou pro vysledny obrazec podstatné, dilezity je
jejich vzajemny pomér. Pokud je tento pomér racionalni ¢islo, budou kiivky uzaviené. V
opacném piipad¢ jsou oteviené a postupné by bod vykreslujici kiivku prosel vSemi body
lezicimi v daném obdélniku. Cas v rovnicich vystupuje jako parametr, proto vyslednou kiivku
neovlivituje. KdyZ jej z rovnic vylou¢ime, dostaneme rovnici trajektorie. Presto je vSak
dualezity, protoze trajektorie bodu se uzavie po uplynuti periody slozenych kmiti. Ta se rovna
nejmensimu spolecnému nasobku period obou skladajicich se kmitti. Fazovy posun ovlivituje
tvar kfivek velmi vyrazng, ve skutecnosti je vSak pouze ,,nataci“. Vyznam fazového posunu je
ziejmy z obrazku 1, kde je zobrazena nejjednodussi situace, pfi které je pomér frekvenci
roven 1 aA; =A,.
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Obr. 1 Nejjednodussi Lissajousovy obrazce



3 Zobrazeni Lissajousovych obrazci

Historicky prvni konstrukci, kterd pomohla ke studiu Lissajousovych obrazctl, bylo
Blackburnovo kyvadlo. Zavés tohoto kyvadla ma tvar Y — horni ¢ast zavésu je dvojitd a
spodni jednoducha. Kyvadlo lze ptfiblizn€¢ povazovat za dvé matematickd kyvadla s délkami
zavesu 1, a 1, kterym odpovidaji periody T, a T,. Na konci zavésu je nadobka s piskem, z niz
se rovhomérné pisek odsypavd a zaznamendva tak trajektorii pohybu. Nejvétsi vyhodou
tohoto kyvadla je snadnd konstrukce, kterd umoziuje jednoduché sestaveni.

Z hlediska praktického uplatnéni je nejcastéjSi metodou pro zobrazeni osciloskop. V
ném jsou vychylovany urychlené elektrony v horizontdlnim a vertikdlnim sméru pomoci
sttidavého proudu. Tyto elektrony dopadaji na stinitko a vytvareji tak Lissajousovy obrazce.

Nejsnadnéjsi a nejpiistupnéjsi zplisob zobrazeni je pouziti pocitace. Nejvétsi vyhodou
u tohoto zptlisobu je moznost vykreslit 1 velmi slozité obrazce.

My jsme se pokusili zobrazit Lissajousovy obrazce pomoci pfistroje sestavené¢ho ze
stavebnice Merkur (obrazek 2). Zdrojem harmonického pohybu jsou zde dvé kola, jejichz
rotaéni pohyb je pomoci klikové hiidele pfevadén na posuvny pohyb. Volna ramena umoziuji
hrotu pohybovat se v obou smérech. Amplituda pohybu je pevné dédna polomérem kol. Fazové
posunuti bylo mozné zménit nastavenim vzajemné polohy kol pfed vykreslovanim. Mezi koly
byla natazena gumicka, kterd méla zajistit, aby se ob¢ kola pohybovala stejnou uhlovou
frekvenci. Jejich pomér byl proto roven 1, coz ndm umoziiovalo vykreslit pouze kiivky z
obrazku 1. Konstrukce neni slozita, pfesto se nam ji nepodafilo dostate¢né zdokonalit, aby
vysledné kiivky byly uhlazené a spojité. Nejvét§im problémem bylo piesné vedeni ramen a
druhym problémem bylo prokluzovani gumicky pii otdeni. Zejména tyto nedostatky
zpusobily, ze vysledné obrazce byly kiivé a nepiesné.

Obr. 2 Piistroj pro vykreslovani Lissajousovych obrazct

4 Historie

Timto problémem se v prubchu 19. stoleti zabyvali zejména dva védci. Prvnim z nich
byl jiZz v roce 1815 Nathaniel Bowditch, americky matematik a fyzik. Byl prvni, kdo tlohu
fesil. VyuZzival pii tom kyvadlo ozna¢ované jako Blackburnovo, piestoZze prvnim dolozenym
konstruktérem byl James Dean. Nezavisle na Bowditchovi se studiem dvou kolmych
harmonickych kmiti zabyval francouzsky fyzik Jules-Antoinne Lissajous. Ten svou praci
publikoval sice az v roce 1857, ale jeho hlavnim pfinosem bylo vyuZiti svétla pfi zobrazeni
sloZzenych kmitd. Experiment, pfi némZ nechal svazek svétla postupné odrazit na dvou
zrcadlech a posléze dorazit na stinitko, 1ze povazovat za prvni realizaci osciloskopu. Pokud
byla zrcadla pfipevnéna ke dvéma ladi¢kam, mohl byt touto technikou studovan i zvuk.



Vetejnost méla moznost Lissajousovy experimenty zhlédnout roku 1867, kdy je predstavil na
Svétove vystave v Patizi [3].

5 Vyuziti

Lissajousovy obrazce lze vyuzit pro urCeni neznamé frekvence kmitii. Staci neznamé
kmity slozit kolmo s kmity o znamé frekvenci. V dnesni dobé maji Siroké spektrum uplatnéni.
Pti pouziti vhodnych pievodniki se s Lissajousovymi obrazci setkdme nejen v mechanice, ale
také v elektromagnetismu nebo optice pfi studiu polarizace svétla [4]. Praktické vyuziti je
spiSe v laboratotich, protoze pro normalni méfeni jsou tyto metody zbytecné piesné a
komplikované, navic existuji levnéjsi, ale méné presné alternativy. Naptiklad bylo ukazéano,
jak 1ze pomoci Lissajousovych kiivek zptesnit stanoveni koncentrace kysliku v krvi [3].

6 Zavér

Lissajousovy obrazce jsou esteticky zajimavé kiivky, které lze diky relativné
snadnému matematickému vyjadieni lehce simulovat na pocitac¢i. Nékteré obrazce pro
vybrané poméry uhlovych frekvenci a fazovych posunuti jsou na obrazku 3. PfestoZze mohou
byt dobie vyuzivany k méfeni frekvenci, je malo pravdépodobné, Ze se s touto metodou
méfeni setkdte. My jsme se pokusili vykreslit je pomoci vlastniho mechanického pfistroje,
nicméné s nevelkym uspéchem. Pro lepsi vysledky by bylo potteba bud’ zptesnit konstrukci,
nebo zvolit jinou metodu, napiiklad Blackburnovo kyvadlo.
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Obr. 3 Lissajousovy obrazce pro vybrané poméry uhlovych frekvenci



