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Abstrakt
Prace si klade za cil se poézhém seznameni s Chladniho obrazci
zanerit na disledné odvozeni parametrického vzorce, dle kterého lze jejich
tvary pcaitat. Odvozeni je provedeno nezavisle na stavajicich vzorcich
z Internetu a vysledek je jejich zobé&nfm pro naprostou&sSinu skuténych
obrazd@ zaznamenanych v zapiscich E. F. F. Chladniho.

1 Uvod

Chladniho obrazce jsou tieny uzlovymi
carami vzniklymi i kmitani kovové desky. Tyto
Gtvary je mozné zviditelnit, nasypeme-li na desk gL,
vrstvu pisku nebo jemného prasku arozeznime®
ji (@ uvedeme tak do rychlého kmitavého pohybi
smyccem nebo reproduktorem. Prasek se e
do mist, kde je kmitani nejslabsi.

Némecky fyzik E. F. F. Chladni (1756 — 1827
objevil a zkoumal tyto obrazce na deskac
¢tvercového a kruhového tvaru a veresi
upevrénych, v jeho dob vSak nebyl zndm jejich
matematicky aparat. Tato otazka byla natolik zajimava, Ze v roce 1808, po prediradeni
na Francouzské Akademiéd, cis@ Napoleon nabidl kilogram zlata za oghm tomu, kdo ji
poprvé vyesi [1]}

Tato prace se zabyva pouze deskéwercoveho tvaru.

obr. 1: Vznik Chladniho obrazce, zdroj: [2]

2 Odvozeni vzorce

Pokusy o odvozeni pomoci znadmych vigoco kmitani struny nebo vzduchového sloupce
bohuzel k vysledku nevedou a pouZiti intuitivniho postupu je mozné jen ve vellmi ma

pripadech (a jeho vysledek vypada neopodstt), proto je teba vyjit z jinych myslenek.

K vysledku by mozné vedlo pouziti vinové rovnice, ale ta je
az zbyténé slozita. Jist bychom ji pouzili u desek kruhového
tvaru, kde bychom ji fgpsali do polarnich seéadnic a vyuZili
symetrie soustavy, ale touto cestou bychom dosli k diferencialni

rovnici, kterd nem&eSeni v Bznych funkcich. JejinfeSenim
jsou funkce Besselovy, ostétmavedené pravpodobrE jen pro
tento &el. Je tejmé, Ze v fipact deskyctvercového tvaru by
tento zmsob zavedl jen zbyteé komplikace. Zkusme tedy
obr. 2: Chl. 0. na kruhove desceyq7jt jiny postup, ktery zname jiz z jednodussiipaut.

! Jeho otazka vsak byla poloZzena mnohem dfjie@mnoto se ji zde jiz nebudeme zabyvat.
2 Jedna se oifpady obrazt vypadajicich jako obdélnikovaifh — intuitivre Ize jis& odhadnout vzorec
cosmrx/a cosnry/a coswt, tedy skuténé pripad interference 4 vin, ale jaka je potdth



Vratme se k postupu pouZitému u jednorépme _
viny. Uvazujme postupnou vinu a jeji odrazy od hran, 0z ( 5\
tuto vinu vSak vySleme v obecném &m Obréazek 3
ukazuje tlustou carou pivodni vinu ¢ast jeji a
vinoplochy) jdouci ve siru jednotkového vektoru .

S= (s« S)). Déle jsou protazeny hrany desky jako . s S
symetrie a zakresleny odrazy viny podle nich a jewa% 0:9 Gai 0
smerove vektory. Je vigt, Ze vina odrazené od horniho

a nasled#é od spodniho okraje (spodni) a vina odrazena

vpravo a vlevo (nejvice vlevo) maji stejny &m 4 =225,
postupu jako fivodni vina, ale drahovy rozdil. Kazda :

vina s Emito svymi dvojndsobnymi odrazy bude tedy f0; 23
interferovat, a aby nastala rezonance (aby kiatto obr. 3: VIna a jeji odrazy

viny byl vlastni), musi kazda 2dhto interferenci byt

konstruktivni, tedy drahovy rozdil musi byt roven celistvému nasobku vinoikg. dé
Podminka rezonance tedy davé do vztahu vinovou délk@ravémy, protoZe drahové rozdily
jsou na Uhlu zavislé:
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Vidime, Ze na rozdil od linearniho vinovoduize ¢tvercova deska rezonovat na velkém
mnozstvi dalSich kmitaa, které nejsou se strangtverce ani v porru racionalnichiisel.
Pokud si nizeme v tuto chvili dovolit takové zobean, je toto jist divodem krasného
zvuku zvori a slozitosti jejich konstrukce. Ale &pk odvozeni.

DalSim krokem bylo vifipad struny speitat superpozici dvou postupnych vinivodni
a odrazené (jiz vime, Ze dvakrat odraZzena jéveqni shodna). Vznikl vzorec viny stojaté,
ktery se vyznéoval tim, Ze obsahoval v stinu vzorec harmonickych oscilaci, zavisly jen na
¢ase, a vzorec udavajici amplitudu v zavislosti pboze bodu na strin Udklejme tedy
tentyZ krok: sé&téme vzorec naSigvodni viny s vinami odrazenymi od pravého a horniho
okraje a jedt jedné viny, odraZzené od pravehohorniho okraje, kterou jsme dosud
nepotebovali.

z(x, y,t) = codat - &(x, y)[8) + codat - &(2a - x, y)[8) + codat — &(x,2a - y)[§) +
+codat - &(2a-x,2a-y)®) = co{ax - E»(SX - Eysyj + co{ax + E»(SX - Eysyj +

+ co{wt — s, + aysyj + co{wt toxs + aysyj



Pri Upravach jsme pouzillasté oznéeni w=2", vlastnosti skalarniho stinu a vzorce
2as, =kA a2as, =1A.Vyuzijme nyni sotitoveho vzorce pro kosinus, ktery Ize hladce
odvodit:
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z(x, y,t) = cos{wt - axs, - a))/sy) + co{a,t toxs, - a))/sy) + co{ax -axs + a,ysy) +
+ co{wt + s, + a})/syj = Zco{ax - a))/sy)cos(— axsx)+ Zco{wt + a))/syjcos(— axsx) =
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Predpokladejme nyni, Ze k rozea pouzijeme reproduktor. V takovénipad muzeme
najit néjaky rezonawmni kmitotet, ktery je samdejme primo spjat s odpovidajici vinovou
délkou 4 v materidlu desky, ne vSak jiz jednoZn& s réjakou dvojici k, 1). U ctvercové
desky napiklad plati, e vyhovuje-li dvojicek( |), dal$im celdiselnym feSenim je
(samozejme prok# 1) (K, I = (I, k). V mnohych pipadech mZeme najit i dalSi mozna
ieSeni, ale pro kazdy obrazec niZe poktaznat gedchozi tvrzeni. Stojat4 vina je pak
libovolnou superpozici vin popsanych vzorcem uvedenym vyse, a t& pravizné dvojice
(k, ). Obecs je tedy funkci okamzité vychylky suma

z= cos(wt)iZ:‘ A co{lg ngj CO{VT%)

kterou stdi uvazovat, jak bylo popsano vyse, s€rda gitanci,

z = codat )[ Aco{ kﬂgj co{l ﬂ%) +B co{l ﬂgj co{ kﬂ%)j ,

pripadre s jednim, pokud = 0",

To je hledany vzorec, ktery jiz ie byt pouZzit pro modelovani Chladniho obkazc
K parametim k, | pribyla jeSt dvojice A, B, kterd je obeahdana polohou reproduktoru.
Modely mizeme na pé&taci vyrobit snadno tak, Ze spibdme po pixelech obrazku druhou
mocninu &asti vyrazu utujici amplitudu viny. Tato hodnota je rovna 0 v bodechi uzl

3 Cten& snadno spé#t zmsnu ve vzorci pro drahovy rozdil wipads desky obdélnikového tvaru, ktera by
zpasobila, Ze jmenovatdlby nebyl symetricky proechod mezk al.

* Stranka [1] uvadi podobny vzorec, ale pouzéipart (A, B) = (1, -1), s vysétlenim, Ze se omezujeme na
desku upevénou veproged. Snadno nahlédneme, ze &éiypoovedli @ilis hrubé omezeni, jina moznost je
napiklad k nebol liché. Vysledek [1] tedy pra¥godobr nevychazi ze stejného odvozeni.

® Druha mocnina této hodnoty je rovna dvojnasobkedsti hodnoty druhé mocniny funkze ¢ase.



a malym kladnymg¢istaim blizko nich, nizeme ji tedy pouZit jako barvu daného pixelu
a vysledkem jsouderre zakreslené Chladniho obrazce.

3 Modely

Nasledujici modely byly vytweny postupem uvedenym v minulém odstavci. Hodnoty
A aB pro ukazku jsou vybrany vice mémahodd. Vedle tabulky je kopie jrodnich
Chladniho nértka ([1]):
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4 Diskuse

Nekteré obrazce nebylo mozno namodelovat vzorcem odvozenym virgeddn je, Ze
pouZziti funkce cos zatuje stedovou symetrii — a ipsto se v n#tcich vyskytuji dva
nesoundrné obrazce. ProtoZe je silmepravédpodobné, Ze by takovou chybudal sam
Chladni, Aistava jejich pvod autorovi zahadou.

5 Shrnuti

Sestavili jsme obecny vzorec stojaté vinydteercové desce, ktery udaval mozné tvary
Chladniho obrazc vybirané nami stanovenymi paramekiyl, A, B. Tim vSak neni otazka
jejich matematického modelovani ré8ena zcela. Navazujici prace by mohla objasnit
odpowdi nagiklad na nasledujici otazky:

1. Jak utime k, I, A, B) z polohy vynucenych u&lna obr. 1?

2. Jaky je mvod nesymetrickych obragw Chladniho né&tcich?

3. Chladniho obrazce na obdélnikovych deskaéipaalre i deskach dalSich tviar
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